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Modelos Lineares
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Os modelos lineares sao uma generalizacao dos testes de hipdtese classicos mais simples. Uma
regressao linear, por exemplo, sé pode ser aplicada para dados em que tanto a variavel preditora
qguanto a resposta sdo continuas, enquanto uma analise de variancia é utilizada quando a variavel
preditora é categodrica. Os modelos lineares ndao tém essa limitacdao, podemos usar variaveis
continuas ou categéricas indistintamente.

Video

ERRATA: por volta de 16'28" digo que o valor da inclinacao
na populacao é 3,5 quando o correto é 2,5

No nosso quadro de testes classicos frequentistas, definimos os testes, baseados na natureza das
variaveis respostas e preditoras.
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Resposta Preditora Teste Hipoétese
Categorica Categarica Qui-quadrado independéncia
Continua Categoérica Teste t W =u,

(2 niveis)
Continua Categorica Anova M= =1y,
Continua 1 Continua Regressao p,=0
Continua >1 Continua Reg. multipla p,=0;p,=0
Continua Cont + Categ Ancova Bi=P,ro, =02
Proporcao Continua Reg. Logistica logit(p,)=1

Os modelos lineares dao conta de todos os testes apresentados na tabela acima que tenham a
varidvel resposta continua. Portanto, ja nao ha mais necessidade de decorar os nomes: teste-t,
Anova, Anova Fatorial, Regressao Simples, Regressdo Mdltipla, Ancova entre muitos outros nomes de
testes que foram incorporados nos modelos lineares. I1sso nao livra 0 bom usuario de estatistica de
entender a natureza das variaveis que esta utilizando. Isso continua sendo imprescindivel para tomar
boas decisdes ao longo do processo de anadlise e interpretacao dos dados.

Simulando dados

Vamos comecar com um exemplo simples de regressao, mas de forma diferente da usual. Vamos
usar a engenharia reversa para entender bem o que os modelos estatisticos estao nos dizendo e
como interpretar os resultados produzidos. Para isso vamos inicialmente gerar dados ficticios. Esses
dados terao dois componentes: uma estrutura deterministica e outra aleatdria. A primeira esta
relacionada ao processo de interesse e relaciona a variavel resposta a preditora. No caso, essa
estrutura é linear e tem a seguinte forma:

$$y = {\alpha} + {\beta} x$$

O componente aleatério é expresso por uma variavel probabilistica Gaussiana da seguinte forma:
$$ \epsilon = N(0, \sigma) $$

Portanto, nossos dados serao uma amostra de uma populagao com a seguinte estrutura:

$$ y = {\alpha} + {\beta} x + \epsilon$$

Parece complicado, mas é razoavelmente simples gerar dados aleatdrios em nosso computador
baseado nessa estrutura. Para isso, abra uma planilha eletronica e siga 0s passos descritos abaixo:

e nomeie a coluna A como x na célula Al;
e preencha as células A2:A16 com uma sequéncia de valores de 0.5 a 7.5,
em intervalos de 0.5
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e nomeie a coluna B como y0 na célula B1;

e preencha a célula B2 com a formula = 4 + 3.5 * A2

e copie a formula para as células B3:B16, clicando e arrastando o mouse
quando aparecer no canto inferior esquerdo da célula B2 o sinal de +.

A e C v
1 x y0 desvio y1
[l 05-4+35H

3 1

4 15

5 2

& 2.5

1 3

g 35

q 4

10 4.5

1 5

12 55

13 6

14 6.5

15 T

16 15

1€

e nomeie a coluna € como desvio na célula C1;

* preencha a célula C2 com a férmula = INV.NORM.N(ALEATORIO(); O ;
2) V. Essa féormula vai retornar valores aleatérios tomados de uma
distribuicao normal com média 0 e desvio padrao 2;

e copie a formula para as células C3:C16, clicando e arrastando o mouse
qguando aparecer no canto inferior esquerdo da célula B2 o sinal de +.

e nomeie a coluna D como y1 na célula D1;
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 Avariavel y1 na coluna D é a soma do valor da coluna B com o valor da
coluna C (y0+ desvio). Para fazer isso, coloque na célula D2 a funcao
=soma(B2:C2), depois copie para as outras células da coluna

« salve a planilha como texto separado por virgulas e use o nome “xy.csv”

C2 ~ & F = -INV,NORM,N(ALEATORIO(),2,2)

A EM‘D £ F

1 |x y0 desvin y1

% | 05 5?5
3 1 7.5 2224347441
4 1.5 9.25 2.159720871
el 2 11 0.278286213
[ 25 12.75 3128622272
1 3 14.5 2 4TE190576
] 35 16.25/ 0, 743526151
1 4 18 -2 09508E544
L] 45 19.75 0426240317
34 5 M5 28RA20496
12 5.5 2325 1145051653
13 B 25/ 0283340336
& 6.5 26.Th 0842373056
15 7 28.5 0.067742821
16 5 3025 0509110996
11

A funcao INV.NORM.N() tem trés parametros, (1) probabilidade, (2) média e (3)
desvios padrao. Ao definir o terceiro parametro, estamos amostrando valores de
uma distribuicao normal com desvio padrao igual a 2.

e importe os dados da planilha para o Rcommander (lembrando de
selecionar como separador a virgula) e use 0 nome xy ;
e garanta que os dados foram lidos corretamente, clicando em View data set

File Edit Data Stabstics Graphs Models DOistribufions Tools Help
R' Dinta et Imuy * o dats st [, View dats s=t Model: X <Noactive model=

AScrpl R Markdown

Loy <
read. table| */home/ saoy|
headersTRUE. sep=~\t~, |8

=/ planeco2Bil/ il LasMode LoLdnesr/ Kyle. txt .o
5 L.JA158654 T.091S6T maTRUE)

0 0 29203Te TAOTTE

S DAZGEISE BOGNETL
00 0. B04pE0eY 10, 153331
Z.75  D.589TI688 13 T¥EISE
14.50 -0.32205560] 14177344
3.% 16.25 -2.45571861 13.734781
4.8 1B.98 1.4147317B9 19.414737
4.5 19.75 B.11444271 15.864443 F
L5 .8 21.58 -1.7937365% 26.2BETEI
.5 23.25 -1.45BE5723 21.799143

Dutput 6.2 25,80 0.39785528 25.IETHES Sy Submit
Ble.s 2675 0.5435037% 27203924 |
W75 26,50 077348613 29,2706
> Lany - 5 36,25 -0, BI0TI6TE 39,2174
read, tablel ® /hone/ e = ineipl anec o]/l sMode Lol i near fayLe, Tt
beadersTRUE, =sep="%t~. ne.strings="MA°, dece=®.”, strip.white=TRUE

Modelo Linear Simples
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Criando o modelo no Rcmdr

Abra o0 menu Statistics > Fit Models > Linear Models...

File Edit Data BEEECEN Graphs Models Distributions Tools Help

2 Summaries " 1 |
R Data set: Contingency tablas - :ata set l E] ¥iew data set Model: X =<Noactive model= |
Means »*
ASaint Proportions *
Variances »
Ky < Monparametric tests
read. tablel =1 I5/Plane | amentokinalise/planecalB 16/ AulaModelol inear, xylm, Tat. csv™,
header=TRUE, : Dimensional analysis  »f  gac="_", strip.white=TRUE)

Linear regressian...
Linear model._f-,

Generalized lingar model....

Output

* Defina 0 nome desse modelo como mod1l

¢ A férmula do modelo tem duas caixas. Na caixa da esquerda (antes do
simbolo ~) vocé deve colocar a variavel resposta, que nesse caso é a nossa
variavel y1.

» Na caixa da direita (ap6s o ~) coloque a variavel preditora, que nesse caso
€ a variavel x

#  MOuartz Aplicathes  Editar  Janela  Ajuda 8 O B = W

% B Commassir

Arguive Editar Dados Estabisticas Grifecos Hodelss Distribeicbes Feramentas  Ajuda

% Moduks irear

Defina urm nome o o models: modl

Varidvais [cliqus-duplo pars farmulal

deyio 2

o

ya

¥l

Farmula do models

quramlcli:twl‘ummr,.|+|;|,|-.i..ﬁ|.|-|.;|,

SplirasPolindmios: Benpline mslura | polindmic pofindimin Gl para splines [§ =

Iselecionar vandvel e clicarl | apliree P | bruie graus para polindmios 2 5

¥l = K Ajda pata

formida do models
Exp [subsat | Pasos
<todos casos validoss <rienhuma vandvel sele = |
@Mlﬂi | 4 Resetar #* aplicar || 3¢ Cancelar of O I

[l ] [i]
HarmAGE

[1] WOTA: Varsle do R Commander 3.5-3: Wed Apr 18 00:d48:16 J81%
12] WOTA: Os dades wy tem 15 linhas & 4 colenas.
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* interprete o resultado do ajuste. Onde esta o valor da inclinagao da reta
ajustada?
e copie o resultado do summary do modelo que aparece na janela Output

& MOuartz Aplicatives Editar  Janela  Ajuda 82 O
e ® % R Commander
Arquiva  Editar Dados Estatisticas Grificos Modelos Distribuigies Fermamentas Ajuda

R Conjurto de Dades Xy * Editar conjurla de dados 1 Ver conjunto dé dadas Moadels i modl

R Script R Markdawn

xy =« rpad.tablel® Users/0ri/Docusents /GBEIESTHY FLAMECO/BIESTSA PLANECO ZO19/ROTEIROS 2019/ Modelos Linear
headersTRUE, sep=".", na.stringi="NA*, dec=".%, strip.white=TRUE)

mod]l =- Imiyl = x, data=xy)

summary{modl]

Outpait g SuR
» summary (medl
call:
Inlformula = yl E, date = xy)
Residuals:

Minm 10 Madian ki Hax
J.eg0s -2.1815 -0.6790 1.7906 &.5902
Confficients:

Estimate Sid. Errer t walue Pri=|%])

{Intercapt) 3.388 1.541 z2.199 B.BaAGE =
L] 4.84% .33 14.304 0.000D0D0DG24E ="
Signif. codes B "EEEl 5 B6] 'v*" §.81 "Y' B85 "." 8.]) 1

Residual standard error: 2.836 an 13 degrees of fresdom
Multiple R-squared 0.9483, Adjusted R-squared: B.9357
F-statistic: 204.6 on 1 and 13 DF, p-values: 0.000000002476

NS e

I1] ®WOTA: Versio do A Commander 2.5-2: Wed &pr 18 09:40:16 2019
12] WOTA: 0% dades =y tem 15 limhas & 4 columas.

Resultados do Modelo |

Anote os valores do resultado da analise na planilha modelo linear |

ATENCAO A PLANILHA GOOGLE PODE ESTAR FORMATADA PARA DECIMAL
COM ,. CONFIRA AO FAZER A TRANSPOSICAO DE VALORES

Multiplos Experimentos

A base da estatistica frequentista é que uma amostra e seus resultados sao apenas uma realizagao
dentre os possiveis resultados provenientes de uma populacdo real, a qual ndao temos acesso.
Utilizando os resultados de outros alunos na tabela modelo linear |, vamos investigar alguns conceitos
importantes.

1. Baixe a planilha modelo linear | no seu computador, depois de incluir o seu dado. Nao
se preocupe em esperar todos os colegas completarem a planilha, por isso utilizamos
os dados de outros anos. Nao calcule nenhum valor diretamente na planilha do
Google

2. Calcule a média e o desvio padrao dos parametros dessa planilha
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3. Conte o numero de vezes que o p-valor foi maior do que 0.05.
4. Responda as perguntas indicadas no questionario no final dessa atividade.

Incertezas

Para entendermos melhor o que afeta nossas estimativas e também o residuo do modelo (ou erro),
vamos fazer uma pequena modificacao nos nossos dados simulados, aumentando (MUITO!) a
variabilidade do nosso sistema. Para isso precisamos apenas mudar o parametro dos dados simulados
associados a sua variancia (no caso, o parametro desvio padrao). Desta forma, a nossa populacdo
estatistica incorpora maior variabilidade. Isso, por consequéncia, afeta nossas estimativas. Vamos
investigar como:

e simule um novo conjunto de dados usando 0s mesmo passos anteriores,
mudando apenas o comando:

INV.NORM.N(ALEATORIO(); 0 ; 2)
para:
INV.NORM.N(ALEATORIO(); 0 ; 4)

« refaca todos os célculos

Resultado do Modelo Il

Guarde os resultados base do modelo na planilha modelo
linear simples I

Salve o arquivo com os dado simulados pois iremos
utiliza-lo no préximo roteiro.

PARA ENTREGAR ANTES DO INiCIO DA PROXIMA AULA

Preencha as perguntas no formuldrio abaixo até antes da préxima aula ou a data estipulada
pela equipe da disciplina. Caso tenha algum problema, faca pelo link
https://forms.gle/xKbJrBhEQgvzQ6cG6. Em caso de mais de uma submissao, a Ultima, antes
do final do prazo, sera considerada.

Exercicio Modelo Linear Simples

Responda o formulario abaixo.

Para enviar as respostas é necessadrio estar logado no wiki.
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e usuario: alunos
e senha: planeco2020

<form> action pagemod cursos:planeco:respostas:Im01 table_adder thanks “Respostas enviadas”

fieldset “Seus dados” textbox “Nome” @ textbox “Email” @ select “Nivel”
“mestrado|doutorado|nenhum” @ select “Programa” “Ecologia IBUSP| IBUSP| USP| Outra
Universidade”

fieldset “Quais parametros definem a populacdo?” multiselect “Selecione:”
“Intercepto|P_valor|Residuos|Inclinagao]Amostra|Desvio_padrao|R_quadrado|Graus_de_liberdade”

fieldset “Anote os valores médios de todos os alunos da planilha Modelo Linear simples | e 1"

number “Intercept I” number “Intercept II” number “Slope I” number “Slope II” number “Erro Padrao
I” number “Erro Padrao II” number “R squared I” number “R squared II”

fieldset “Anote quantas vezes o p-valor foi maior que 0.05:”
number “modelo I” number “modelo 11"

fieldset “Explique o que aconteceria aos valores médios das estimativas se acrescentassemos mais
1000 alunos na turma?” textarea “Resposta 1:" !

fieldset “Descreva quais as diferencas observadas nos resultados médios do modelo | e II” textarea
“Resposta 2:" !

fieldset “Qual(is) valores(s) apresentado(s) no modelo indica(m) ” textbox “variabilidade do sistema:”
textbox “incerteza nas estimativas:”

fieldset “Qual a interpretacao do p-valor e do r-squared nos modelos lineares?” textarea “p-valor:” !
textarea “r-squared:” !

submit

</form>

Tabela de Anova de uma Regressao

Os modelos lineares podem ser analisados através do método de particdao de variancia que
aprendemos no roteiro de Principios da Estatistica Frequentista. Caso nao tenha sedimentado bem o
conceito, retorne ao roteiro e reveja a videaula, isso serd importante para acompanhar o restante
deste roteiro. Assim como na analise de variancia classica, podemos particionar a variacao total
existente nos dados de uma variavel preditora continua nas porcdes explicadas e nao explicadas pelo
modelo linear. Assista ao video abaixo para entender como se da o particionamento da variacao no
caso de um modelo linear simples e como essa particao é analoga ao que acontece em uma analise
de variancia.
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Video

Agora, vamos utilizar os dados do modelo Il que simulamos (dp = 4) no tutorial do tdpico
simulando_dados do roteiro anterior e criar novamente o modelo linear no Rcmdr?,

Tabela de Anova do LM

 confira se 0 modelo esta ativo. Isso deve ser checado na caixa “Model” que
fica no canto superior direito da tela do Rcommander.

e va ao menu Models > Hypothesis Test > ANOVA table...

* marque a opcao: Sequential (“Type 1”)

File Edit Data Statistics Graphs Medels Distributions Tools Help

Type of Tests

& Sequential ("Type "]
Partial cbeying marginality ("Type 11°)
Partial ignoring marginality {*Type H1*)

Uss sandwich estimator of Sandwich estimater
coefficient covariance matrix HCD
HEC1
HC2
@ HC3
HC4
HA&C

& Helo | SyResst || SQconce || o Ok

e copie o resultado da tabela de ANOVA
e interprete o resultado da tabela

Comparando com Modelo Nulo

0 modelo gerado e seu resultado, apresentado na tabela de particao de variancia, nada mais é do
que uma comparacao com o modelo nulo ou minimo ?. A tabela de Anova de um modelo isolado é
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equivalente a comparar o modelo em questao com o modelo nulo. Para verificarmos isso, vamos
comparar o resultado da tabela de anova do modelo com uma tabela de anova que compara o
modelo com o modelo minimo, sem preditoras. O entendimento desse conceito sera fundamental
para entendermos a comparacao de modelo por particao de variancia, interpretando a tabela de
ANOVA na comparacao de dois modelos. Assista ao video abaixo com a explicacao sobre este
conceito.

Video

Criando o modelo minimo (nhulo) no Rcmdr

e monte um novo modelo, chamado “mod0” ( Statistics > Fit Models >
Linear Models )

e como variavel resposta use y1

* no lugar da preditora coloque o valor 1

e interprete o resultado desse modelo

e compare o0 mod0 com 0 modl ( Models > Hypothesis Test > Compare
two models... )

e compare esse resultado com a tabela de ANOVA do modelo mod1l

Nesse ponto, é desejavel que tenha entendido que a particao da variancia de um modelo é
correspondente a compara-lo com o modelo nulo, ou seja, quanta variancia o modelo é capaz de
explicar em relagao ao modelo nulo. Esse modelo nulo, representa o0 modelo mais simples com a
variacao total dos dados e é representado por apenas um parametro, a média da variavel resposta.

0 nosso proximo exercicio usa os dados
de crescimento de lagartas submetidas a
dietas de folhas com diferentes
concentracoes de taninos. Sao apenas
duas variaveis, growth, o crescimento da
lagarta, e tannins, a concentracao de
taninos. O objetivo é verificar se ha
relagao entre o crescimento da lagarta e
a concentracao de taninos da dieta.
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Desvio Quadratico Total

baixe o arquivo
regression.txt
e abra o arquivo no Excel;
calcule a média de crescimento das lagartas;
calcule o valor de desvio total dos dados (o crescimento observado menos
a média do crescimento);
calcule o desvio quadratico total;

Estimacao dos Parametros e Residuos

e calcule o intercepto e a inclinacao do modelo linear no préprio excel,
usando as fun¢des descritas no quadro abaixo;

Para o cdlculo dos parametros da reta use as funcdes do Excel:

o INCLINAGCAO
o INTERCEPCAO °

e a partir da inclinacao e do intercepto estimado, calcule o valor predito pelo
modelo em uma coluna chamada predMod

e crie uma outra coluna (resdMod) com os valores de residuos do modelo
para cada observacao (observado menos o predito pelo modelo);

e calcule o desvio quadratico do residuo para cada observacado;

* some os desvios quadraticos dos residuos;

Tabela de Anova de um Modelo Linear

e monte uma tabela de ANOVA com as somas quadraticas como no tutorial
de anova;

Equacoes
Somas Quadraticas

$$SS_{TOTAL} = \sum_{i=1}"n (y_{i} -
\bar{y})"2$$

$$SS_{res} =\sum_{i=1}"n (y_{i} -
\nhat{y_i})"2$$

$$SS_{TOTAL} =SS {regr} + SS {res} $$
$\bar{y}$ = média da variavel resposta

$\hat{y i}$ = valor estimado pelo modelo para
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$x_i$
e Calcule o p-valor associado a estatistica F do modelo

Utilize no excel o valor 1- DIST.F(F, dfl, df2, VERDADEIRO)® para o
calculo do p-valor sendo F o valor da estatistica F calculada, df1 o grau
de liberdade da regressao (normalmente 1) e df2 o valor de graus de
liberdade do calculo dos desvios quadraticos médios dos residuos (n -
2).

* calcule o $r2$ (coeficiente de determinac&o) da regressao ”;
$$ R™2 = \frac{SS_{regr}}{SS {TOTAL}} $$

¢ entre os dados no Remdr e faca um modelo linear do crescimento em
funcao da concentracao de taninos;

« faca o teste de hipétese por ANOVA do modelo gerado;

e compare o resultado obtido na planilha com a ANOVA do modelo linear do
Rcmdr;

Diagndstico do Modelo Linear

O diagndstico do modelo linear é feito baseado nas premissas associadas ao
modelo e para verificar a influéncia de cada observacdo na estimativa dos
parametros do modelo. Os nossos dados precisam estar acoplados as premissas
do modelo linear e nao é desejavel que o modelo seja definido apenas por uma
ou por poucas observacdes influentes. As principais premissas dos modelos
lineares sao:

* arelacao entre a variavel preditora e a resposta € linear;

« a variabilidade tem estrutura de uma variavel aleatéria normal;

« a variabilidade na resposta é constante ao longo de toda a amplitude da
preditora;

Além disso, avaliamos, para cada observacao, sua alavancagem (leverage),
definida pelo quanto a observacao se afasta da média dos dados, e a sua
influéncia (distancia de Cook), definida como o quanto os parametros estimados
sao alterados ao se retirar esta observacao dos dados.

Faca ou refaca o tutorial Regressao Linear para
entender ou sedimentar o diagndstico dos
modelos lineares.
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Variaveis Indicadoras (Dummies)

Uma das razoes para a unificacao do testes classicos em modelos lineares foi a transformacao das
variaveis categoéricas em variaveis indicadoras, também chamadas de dummies. As variaveis
indicadoras sao definidas pelas categorias da variavel aleatoria, indicando 1 quando a observacao
pertence ao nivel e @ quando nao pertence. Para cada nivel precisamos de uma indicadora, com
excecao do nivel que é considerado basal, indicado pelo @ em todas as variaveis indicadoras dos
outros niveis. Portanto, precisamos de:

$$n_{levels} - 1$$

variaveis indicadoras para cada variavel categérica em nosso modelo. Dessa forma, para uma
variavel preditora categérica com 4 niveis teremos 3 variaveis indicadoras no modelo e se
tivermos duas variaveis categdricas preditoras, cada uma com 3 niveis, teremos 4 variaveis
indicadoras, duas para cada. Com a transformacao para variaveis indicadoras, o modelo linear
pode tratar as variaveis categdricas como variaveis numéricas binarias e assim, podemos inserir
variaveis numéricas e categoéricas como preditoras indistintamente no modelo linear. Entretanto,
entender que as categorias foram transformadas em indicadoras é essencial para a interpretacao
destas varidveis nos outputs do modelo. Veja a explicacdo mais detalhada na videoaula abaixo:

Video

baixe o arquivo

colheita.csv
abra no excel
e note que a variavel solo tem agora 4 niveis: arenoso, argiloso, himico e alagado
transforme a varidvel solo em dummy (3 novas colunas: arenoso, argiloso, himico)
Importe os dados para o Rcommander
Ajuste um modelo com as variaveis dummy no menu Estatistica > Ajuste de Modelos >
Modelo Linear. Use a férmula abaixo para construir o modelo:

colhe ~ arenoso + argiloso + humico

e Avalie 0 modelo “dummy” indo no menu Modelos > Resumir modelo e clique em OK.

 Para olhar a tabela de particao de variancia, va ao menu Modelos > Testes de hipoteses >
Tabela de ANOVA

* Ajuste 0 modelo normal de ANOVA seguindo 0s mesmo passos anteriores, apenas mudando a
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formula do modelo para:

colhe~solo

e compare os dois modelos (veja os resultados na janela Outputs)

PARA ENTREGAR ANTES DO INiCIO DA PROXIMA AULA

e Entre em uma conta google e preencha o formulario abaixo.

e Caso ndo tenha conta ou nao consiga preencher pelo link do formulario, encaminhe
as repostas e documentos aos professores (planecousp@gmail.com), indicando
como “Assunto”: Modelos Lineares Simples II.

1)

Em versdes mais antigas do Excel, essa fungao tinha o nome de INV.NORM e para computadores em
inglés use a fungao no seguinte formato: =NORM.INV(RAND(); 0; 2), no calc do LibreOffice use
=NORMINV(RAND(),0,2)).

2)

caso nao lembre, volte ao roteiro e refaca a construcao do modelo com os dados gerados com dp = 4
3)

guando nao ha nenhuma variavel preditora
4)

SLOPE no LibreOffice

5)
INTERCEPT no LibreOffice

6)

F.DIST no LibreOffice

7)

desvios quadraticos da regressao dividido pelo soma dos desvios quadratico total
8)

“1;0;0", “0;1;0” e “0;0;1" representando cada uma uma variavel. Note que um nivel (alagado) ndo foi
representado como dummy, esse sera representado pelo intercepto do modelo
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