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Modelos Lineares Generalizados: binomial

GLM: introducao

Essa introducdo aos GLM é a mesma do tutorial Modelos
Lingares Generalizados, caso ja tenha feito, pode passar
difétamente para o tépico GLM: binomial

Os modelos lineares generalizados (GLMs) sao uma ampliacdo dos modelos lineares ordinarios. Os
GLM's sdo usados quando os residuos (erro) do modelo apresentam distribuicao diferente da normal
(gaussiana). A natureza da variavel resposta é uma boa indicacdo do tipo de distribuicao de residuos
que iremos encontrar nos modelos. Por exemplos, variaveis de contagem sao inteiras e apresentam
os valores limitados no zero. Esse tipo de variavel, em geral, tem uma distribuicao de erros
assimétrica para valores baixos e uma variancia que aumenta com a média dos valores preditos,
violando duas premissas dos modelos lineares. Os casos mais comuns de modelos generalizados sao
de variaveis resposta de contagem, proporcao e binaria, muito comum nos estudos de ecologia e
evolucao.

Devemos considerar os GLMs principalmente
quando a varidvel resposta é expressa em:

e contagens simples

contagem expressa em proporcoes
numero de sucesso e tentativa

variaveis binarias (ex. morto x vivo)
tempo para o evento ocorrer (modelos de
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sobrevivéncia)

GLM: componentes

Uma das formas de entendermos os modelos generalizados é separar o modelo em dois
componentes: a relagao deterministica entre as variaveis (resposta e preditora) e 0 componente
aleatdrio dos residuos (distribuicdao dos erros). Em um modelo linear ordindrio a relacao entre as
variaveis é uma proporcao constante, o que define uma relacdo funcional de uma reta. Quando temos
uma contagem, essa relacao pode ter uma estrutura funcional de uma exponencial. Para esses casos,
os modelos generalizados utilizam uma funcao de ligacao log para linearizar a relacao deterministica
entre as variaveis. Portanto, a estrutura deterministica dos modelos GLM's é definida por um preditor
linear, associada a funcdo de ligacao.

O componente aleatdrio dos residuos, no caso de uma variavel de contagem, segue, em geral, uma
distribuicao poisson. A distribuicao poisson é uma varidvel aleatéria definida por apenas um
parametro ($\lambda$), equivalente a média, chamada de lambda. A distribuicao poisson tem uma
caracteristica interessante, seu desvio padrdo é igual a média. Portanto, se a média aumenta, o
desvio acompanha esse aumento e a distribuicao passa a ter um maior espalhamento.

Preditor linear e funcao de ligacao

O preditor linear esta associado a estrutura deterministica do modelo e esta relacionado a
linearizagao da relacao, aqui definido como $\eta$:

$$ \eta = \alpha + \beta x$$

A funcao de ligacao é o que relaciona o preditor linear com a esperanca do modelo:

$$ \eta = g~ {-1}(E_{(y)}) $$

Ou seja, nos modelos generalizados ndo é a varidvel resposta que tem uma relagao linear com a
preditora, e sim o preditor linear que tem uma relacao linear com as preditoras.

Funcoes de ligacoes candnicas

Para alguns tipos de familias de varidveis temos funcdes de ligacdes padrdes. As mais usadas sao:

Natureza da Estrutura dos Funcao de
resposta residuos (erro) ligacao
continua normal identidade
c5ﬁtagem poisson log
proporcao binomial logit
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GLM: dispersao e acumulo de zeros

0Os modelo GLM poisson e binomial apresentam a variancia acoplada a média dos valores,
diferentemente dos modelos com distribuicdo normal onde a média e a variancia sao independentes.
Caso haja uma variacao maior ou menor nos dados do que o previsto por essas distribuicdes, o
modelo nao consegue dar conta. Essa sobre-dispersao ou sub-dispersao dos dados indica que temos
mais ou menos variacao do que é predito pelos modelos. Isso pode ser decorréncia de varios fontes
de erro na definicao do modelo, alguns exemplos sao:

e 0 residuo dos dados pode nao ter sido gerado por um processo aleatério poisson ou binomial

¢ ha mais variacao do que predito pela auséncia de preditoras importantes

e muitos zeros, além do predito pelas distribuicdes, em decorréncia de diferentes processos: um
que gera a auséncia e outro que gera a variacao nas ocorréncias de sucesso

Solucodes para a sobre-dispersao e acumulo de zeros

A solucao mais simples para lidar com a dispersao sao 0os modelo quasipoisson e quasibinomial,
gue estimam um parametro a mais, relacionando a média a variancia, o parametro de dispersao.
Entretanto, os modelos quasi dao conta apenas de dispersoes moderadas e nao indicam qual a
fonte dela. Ha algumas alternativas ao modelo quasi para a dispersao dos dados, alguns deles
estao listados abaixo:

e modelo binomial negativo

¢ modelo de mistura, considerando dois processos distintos

* modelos mistos, considerando a auséncia de independéncia das observacoes
ol ¢ modelos com acumulos de zeros (Zero Inflated Models).

Nao é objetivo deste curso mostrar todas essas alternativas, mas caso se deparem com esse
problema, muito frequente na area da bioldgica, saibam que existem alternativas robustas para
soluciona-lo.

Varidvel resposta binaria é um caso especial da binomial com apenas uma
tentativa, chamado de distribuicao de Bernoulli, e nao tem problema com
sobre-dispersao

GLM: binomial

Em muitos fenomenos naturais a varidvel de interesse tem apenas dois estados possiveis. Essas
variaveis de resposta binaria (presenca x auséncia; vivo x morto, germinou x nao germinou)
tem uma natureza muito distinta das medidas continuas ou as contagens que vimos anteriormente.
Tradicionalmente essa natureza de varidvel binaria foi definida como a probabilidade de sucesso.
Neste tépico iremos tratar essas variaveis respostas em Modelos Lineares Generalizados

Laboratério de Ecologia de Florestas Tropicais - http://labtrop.ib.usp.br/



Last update:
2021/03/01 cursos:planeco2020:roteiro:10-gimbinomial http://labtrop.ib.usp.br/doku.php?id=cursos:planeco2020:roteiro:10-glmbinomial
15:59

Binomiais

Os modelos de proporcao (ou probabilidade) de sucessos (sucessos/tentativas), proporcao
simple ou de resposta bindria sao modelados, normalmente, com estrutura do erro binomial. Nesses
casos, os limites dos valores da varidvel resposta é bem definido: entre 0 e 1. Além disso, a variancia
nao é constante e seu valor difere conforme varia a probabilidade de sucesso. Estas caracteristicas
fazem com que os residuos apresentem uma estrutura que aumenta e depois diminui com o0 aumento
da probabilidade de sucessos e 0 maximo de variancia € encontrado nos valores intermediarios
(probabilidade de sucesso = 0.5).

A funcao Bernoulli, que é a base para a binomial, é definida pelo parametro de probabilidade de
sucesso em um evento com apenas duas possibilidades de resultado (binario). O parametro da funcao
Bernoulli é a probabilidade de sucesso. No caso de uma moeda justa seria a probabilidade de 0,50
de sair coroa .

A binomial é uma generalizacao da Bernoulli, definida pelo nimero de sucessos em certo nimero (n)
de tentativas (nUmero de eventos Bernoulli). Um exemplo de um experimento binomial seria a
germinacao (sucessos) de sementes em um experimento onde temos 20 sementes (nimero de
tentativas). Neste experimento o que tentamos estimar é a probabilidade de germinacdo
(sucessos). Elaborando um pouco mais esse experimento podemos incluir uma variavel preditora
continua como a Umidade e/ou uma categdrica como o tipo de solo, e perguntar como essas varidveis
afetam a probabilidade de sucesso, no caso a germinagao.

Conceitos Importantes

e n = nUmero de tentativas
 # s =nuUmero de sucessos
e f = ndmero de falhas

Probabilidade de sucesso
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$$p = \frac{s}{n} $$

Probabilidade de falha

$$9 = \frac{f}{n} $$
$$q =1-p3$s
Chance de sucesso (0dds)

$$\text{odds} = \frac{s}{f} $$

$$\text{odds} = \frac{p}{1-p} $%

Note como a chance de ocorréncia de um evento é a probabilidade de
ocorréncia deste evento dividida pela probabilidade da ndo ocorréncia do
mesmo evento.

A chance é muito usada em apostas, quando, por exemplo, dizemos que
a chance de um time vencer é de 4:1 ?, ou seja, a probabilidade de
vencer é 4x maior do que a de perder. O conceito de chance é muito
importante nos modelos binomiais e devemos evitar confundi-lo com
probabilidade. Chance e probabilidade sao escalas distintas para medir a
ocorréncia de sucessos.

Funcao de ligacao

A estrutura da funcao de ligacdao € a mesma para qualquer modelo generalizado, o que muda € o tipo
de funcao aplicada:

O preditor linear $\eta$ esta associado a estrutura deterministica e relacionado a sua estrutura linear.
$$ \eta = \alpha + \sum\beta {x_i}$$

Note que:

$$\alpha + \sum\beta_{x_i}$$

E a estrutura deterministica do modelo modelo linear, agora ndo mais relacionado diretamente &
escala da variavel resposta y e sim a um preditor linear $\eta$.

A funcao de ligacao é o que relaciona o preditor linear com a esperanca do modelo:

$$ \eta = g(E_{(y)}) $$

A funcao de ligacao $g()$ canbnica ou padrao para modelos com resposta binaria ou proporcao é
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chamada de logit ou logaritmo da chance”, definida como:
$$ \eta =\log(\frac{p}{1-p})$$

$$ \log(\frac{p}{1-p}) = \alpha + \sum\beta_{x_i} $$

Sendo $\frac{p}{1-p}$ a chance ou odds em inglés.

Para reverter o preditor linear da funcao logit para a escala de observacao usa-se a funcao inversa:

$$ g7~ {-1} = \text{logit} ~{-1} = \frac{e~{\eta}}{(1+ e"{\eta})} $$
Chance e Razao de Chance

O predito pelo modelo na escala do preditor linear do modelo binario com funcao de ligacao logit
esta na escala de logaritmo da chance ($\log(\frac{p}{1-p})$). Dado que, para variaveis categoricas
os coeficientes do modelo sao relacionados as diferencas entre o nivel do tratamento e o controle:

$$\text{exp}(\log(\text{odds} {\text{trat}})-\log(\text{odds} {\text{control}})) =
\frac{\text{odds} {\text{trat}}}{\text{odds} {\text{control}}} $$

entao, exponenciar os coeficientes do modelo binomial com preditora categorica transforma os
coeficientes em razdo de chance comparado com o nivel basal *.

A razao de chance mede o quanto uma chance é proporcionalmente diferente de outra, geralmente
comparando com um nivel controle. Ou seja, qual a proporcdao de mudanca na chance do tratamento
em relagao a chance do controle. Pensando em nosso experimento de germinacao tendo o solo
arenoso como nivel de referéncia, a razao de chance do solo argiloso seria 0 quanto a chance
de germinar no argiloso é proporcionalmente maior/menor que a chance de germinar no solo
arenoso.

Parece complicado, mas é apenas por falta de intimidade com essas escalas, a razao de chance é
uma medida muito popular em outras areas da ciéncia, como medicina. Importante lembrar que a
razao de chance mede o efeito proporcional em relacdo ao nivel de referéncia.

No caso de variaveis continuas a razao de chance é relacionada a chance de x+1 comparada com
X, ou seja, qual a proporcdo de mudanca na chance com o aumento de uma unidade da variavel
continua preditora.

Portanto, uma forma de interpretar os coeficientes do modelo binomial é exponenciar e interpretar
como razao de chance, sendo o intercepto a chance do nivel basal da varidvel categérica ou a chance
guando a variavel continua é zero.

GLM: resposta binaria

Exemplo: passaro na ilha
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O conjunto de dados que vamos usar,

isolation.txt
tem como variavel:

Conjunto de dados: isolation. txt

* incidence: presenca/auséncia da espécie de ave
(reproducao)

e area: area total dailha ($km~”2$)

e jsolation: distancia do continente (km)

Hipotese

O objetivo do estudo que coletou esses dados foi saber se a ocorréncia da ave esta relacionada com o
isolamento e tamanho da ilha.

ATIVIDADE

 abra os dados isolation.txt no Rcmdr (a separacao de campo é
tabulacao)
- » monte o modelo cheio com todas a variaveis preditoras e interagoes
 simplifique o modelo para o minimo adequado

Importante:

£ % e lembre-se que a family nesse caso é binomial
e 05 modelos com variaveis resposta binarias bernoli
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. (apenas uma tentativa) ndo tem problema com sobre-
/1 dispersao!!!

[~

4

()

Interpretacao do resultado

0 modelo prevé a ocorréncia da ave na escala de logaritmo da chance (log odds-ratio). Para os
coeficientes estimados pelo modelo o melhor é aplicar a funcao exp e interpreta-los como razao de
chance entre categorias ou entre x+1 e x. Para interpretar os valores previsto é necessario aplicar a
funcao inversa do logit, ou seja, nosso modelo faz previsdes na escala de log(odds-ratio),
nosso preditor linear $\eta$, e precisamos retornar para a escala de observacao que € a probabilidade
de ocorréncia ($\hat{y}$):

$$\hat{y} = \frac{e™{\hat{\eta}}}{1+e"~{\hat{\eta}}} $$

ATIVIDADE

» calcule o predito pelo modelo na escala de probabilidade de ocorréncia
"~ para uma ilha de 5.6 Km2 e distante 7.2 Km da costa.
uquanto varia a chance de ocorréncia se aumentar 1 Km2 no tamanho da
ilha?
e e se aumentar 1 Km no isolamento?
 faca uma interpretacao bioldgica do modelo selecionado baseado nos seus
coeficientes.

O que preciso entregar?

@reencha o formulario

GLM binomial: resposta em proporcoes
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& J

Exemplo: floracao

Mais um exemplo apresentado no livro do Michael Crawley, The R
Book. Neste experimento o objetivo foi avaliar a floracao de 5
variedades de plantas tratadas com hormdnios de crescimento (6
concentracoes). Depois de seis semanas as plantas foram classificadas

em floridas ou vegetativas.

Conjunto de Dados: flowering. txt

e flowered: nimero de plantas que floresceram

e number: nimero de plantas acompanhadas

» dose: concentracao da dose de hormonio

e variety: variedade da planta (categérica 5 niveis)

o J

Hipdtese

O objetivo do estudo que gerou esses dados é saber se o evento de floracao é influenciado pelo dose
de hormonio e a variedade da planta.

4 )

* baixe o0 arquivo

. flowering.txt
abra os dados no Rcmdr (a separacdo de campo é tabulagdo) com o nome

flower
e crie a variavel prop pelo menu Data> Manage variables in active data
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set> Compute new variable..., colocando no campo Expression to
compute:

cbind(sucess = flowered, fail = number - flowered)

File Edit Data Statistics Graphs Models Distributions KMggplot2 Tools Help

R Data set: flowers “ Edit data set @) View data set Model: X <No active model>

/ RScript R Markdown

Current variables (double-click to expression)
dose

number
variety [factor]

New variable name Expression to compute
prop owered, fail= number-flowered)
Output @ Help J;;- Reset f:/ Apply w Cancel V 0K

Esse comando acima cria uma nova varidvel nos dados flower chamada prop. Essa nova variavel
tem duas colunas (sucess e fail) contendo o nimero de plantas floridas e o nimero de plantas que
nao floresceram, respectivamente.

e use a variavel prop como resposta (sucessos, falhas)
» monte 0 modelo cheio com todas a varidveis preditoras e interacdes
 simplifique o modelo para o minimo adequado

£ Use os mesmos passos do modelo anterior no Remdr

/?“-.,ﬁ_ lembre-se que a family nesse caso é binomial
®«.0 procedimento para a sobre-dispersdo é o mesmo que no
exemplo de contagem, com a diferenca que a familia aqui

€ o quasibinomial

Interpretacao do resultado

Para interpretar os coeficientes use o0 mesmo procedimento do exercicio anterior, que é aplicar a
funcao exponencial (exp) nos coeficientes previstos e interpretar como chance e razao de
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chance®.

Para interpretar os valores previsto® pelo modelo é necessério aplicar a funcdo inversa do logit. O
modelo faz previsdes na escala de log(odds-ratio), o preditor linear $\eta$, para interpretar é
necessario retornar os valores para a escala de observacao: probabilidade de florescer

($\hat{y}$):

$$\hat{y} = \frac{e™{\hat{\eta}}}{1+e"~{\hat{\eta}}} $$

e calcule o predito pelo modelo na escala de probabilidade de floracao para os valores das
variaveis preditoras dose e variety dos dados originais ;

Transformar os coeficientes e valores preditos pelo GLM:

Para transformar o valor predito pelo modelo (Log(odds-ratio)) na escala de
medida (proporcao ou probabilidade) é preciso transformar os preditos pelo modelo.
Para gerar as predicdes do modelo usamos a funcao predict, como no cédigo abaixo.
O predito pelo modelo esta na escala do preditor linear, portanto é necessario
transformar essa medida com a fungao inversa da logit, como no cédigo abaixo.
Lembre-se de mudar, no cédigo, o “nomedomodelo” pelo nome que usou quando
construiu o glm.

preditoLinear <- predict(nomedomodelo)

preditoProp <- exp(preditoLinear)/(1+ exp(preditolLinear))

A prépria funcao predict, também faz o servico completo se colocarmos o argumento
type=“response”, como abaixo:

predito <- predict(nomedomodelo, type = "response")
predito

O Rcmdr nao poderia ficar sem essa funcionalidade para interpretar os valores do
predito pelo modelo na escala de observacao: utilize o menu Models> add
observation statistic to data...> e selecione apenas o Fitted values. O Rcmdr
adiciona uma coluna nos dados chamada fitted.“nome do modelo”, com os
previstos na escala de observacao, nesse caso probabilidade.

« calcule o predito pelo modelo para todas as variedades com doses de horménio de: 5.5,
12, 25;

« interprete o efeito da concentracao na floracao das variedades a partir dos coeficientes do
modelo selecionado

Grafico para interpretacao dos resultados

Para um grafico dos resultados use o menu:
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Models > Graphs > Predict effect plots...

[

O que preciso entregar

eesponda as perguntas do formulario

1)

ou coroa, dependendo do que chamamos de sucesso
2)

ou que estd pagando 4 a cada 1 apostado
3)

log odds ou log chance
4)

lembre-se que as categdricas sdo transformadas em varidveis indicadoras ou dummy e um dos niveis

é transportado para o intercepto do modelo, sendo esse o nivel basal ou controle
5)

O Rcmdr apresenta os valores dos coeficientes exponenciados apds o resumo do modelo na sua

construcao
6)

esperanca
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