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Modelos Lineares

It should do a great job!
r= -0.9407 s0 there’s a strong negative

linear correlation.

r* = 0.8963 so 89.63% of the total

Oh y=ah? Well,..

how do you know the
lingar model is the
appropirate one to usa?

variation in y (number of hiccups) Is Huh? Huh?
being predicted by x (seconds to start

laughing).

Os modelos lineares sao uma generalizacao dos testes de hipdtese classicos mais simples. Uma
regressao linear, por exemplo, sé pode ser aplicada para dados em que tanto a variavel preditora
qguanto a resposta sdo continuas, enquanto uma analise de variancia é utilizada quando a variavel
preditora é categodrica. Os modelos lineares ndao tém essa limitacdao, podemos usar variaveis
continuas ou categéricas indistintamente.

[

ERRATA: por volta de 16'28" digo que o valor da inclinacéo

na populacdo é 3,5 quando o correto é 2,5|

N

\

J

No nosso quadro de testes classicos frequentistas, definimos os testes, baseados na natureza das
variaveis respostas e preditoras.

/

\
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Resposta Preditora Teste Hipotese
Categorica Categorica Qui-quadrado independéncia
Continua Categorica Teste t TR

(2 niveis)
Continua Categorica Anova Hi=Ha =1y,
Continua 1 Continua Regressao p,=0
Continua >1 Continua Reg. miltipla p,=0:p,=0
Continua Cont + Categ Ancova B,=B,;0,=02
Proporgao Continua Reg. Logistica logit(p,)=1

Os modelos lineares dao conta de todos os testes apresentados na tabela acima que tenham a
variavel resposta continua. Portanto, ja ndo ha mais necessidade de decorar os nomes: teste-t,
Anova, Anova Fatorial, Regressao Simples, Regressdo Mdultipla, Ancova entre muitos outros nomes de
testes que foram incorporados nos modelos lineares. I1sso nao livra 0 bom usuario de estatistica de
entender a natureza das varidveis que esta utilizando. Isso continua sendo imprescindivel para tomar
boas decisdes ao longo do processo de analise e interpretacdo dos dados.

Simulando dados

Vamos comecar com um exemplo simples de regressao, mas de forma diferente da usual. Vamos
usar a engenharia reversa para entender bem o que os modelos estatisticos estdo nos dizendo e
como interpretar os resultados produzidos. Para isso vamos inicialmente gerar dados ficticios. Esses
dados terao dois componentes: uma estrutura deterministica e outra aleatdria. A primeira esta
relacionada ao processo de interesse e relaciona a variavel resposta a preditora. No caso, essa
estrutura é linear e tem a seguinte forma:

$$ y = {\alpha} + {\beta} x$$

O componente aleatdrio é expresso por uma variavel probabilistica Gaussiana da seguinte forma:
$$ \epsilon = N(0, \sigma) $$

Portanto, nossos dados serao uma amostra de uma populacao com a seguinte estrutura:

$$ y = {\alpha} + {\beta} x + \epsilon$$

Parece complicado, mas é razoavelmente simples gerar dados aleatérios em nosso computador
baseado nessa estrutura. Para isso, abra uma planilha eletronica e siga 0s passos descritos abaixo:

e nomeie a coluna A como x na célula Al;
e preencha as células A2:A16 com uma sequéncia de valores de 0.5 a 7.5,
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.

em intervalos de 0.5

3 1
4 15
5 2
3 25
1 3
g 35
9 4
10 45
i 5
12 55
13 6
14 6.5
15 7
16 7.5
11
1%

-

.

e nomeie a coluna B como y0 na célula B1;

e preencha a célula B2 com a férmula = 4 + 3.5 * A2

* copie a formula para as células B3:B16, clicando e arrastando o mouse
quando aparecer no canto inferior esquerdo da célula B2 o sinal de +.

1 Ix y0 desvio y1
IPE  05-4+35N

3 1

4 1.5

5 2

b 25

7 3

g 35

q 4

10 45

1" 2]

12 5.5

13 6

14 6.5

15 7

1 75

1

12
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* nomeie a coluna € como desvio na célula C1;

* preencha a célula C2 com a férmula = INV.NORM.N(ALEATORIO(); O ;
2) Y. Essa férmula vai retornar valores aleatérios tomados de uma
distribuicao normal com média 0 e desvio padrao 2;

 copie a formula para as células C3:C16, clicando e arrastando o mouse
quando aparecer no canto inferior esquerdo da célula B2 o sinal de +.

e nomeie a coluna D como y1 na célula D1;

A variavel y1 na coluna D é a soma do valor da coluna B com o valor da
coluna C (yO+ desvio). Para fazer isso, coloque na célula D2 a funcao
=soma(B2:C2), depois copie para as outras células da coluna

* salve a planilha como texto separado por virgulas e use o nome “xy.csv”

cursos:planeco2021:roteiro:08-Im_base http://labtrop.ib.usp.br/doku.php?id=cursos:planeco2021:roteiro:08-Im_base

C2 v & T = -INV.NORM.N(ALEATORIO(),0,2)
& P o P : d

1 Ix y0
| 0.5

3 1 7.5 2224347441

4 15 9.25 2159720971

5 2 11| 0.278285213

[} 2.5 12.75 3128622272

1 3 14.5 2478190576

g 35 16.25 0. 743526151

1 4 18 .2 095088544

0 45 19.75 0426240317

| [ 25 2 ERAI0406

12 | 5.5 23.25 1145051653

13 | B 25 D2E3RA0236

Lo 6.5 26.75 0842373056

15 | 7 285 0067742821

L [ 3025 0500119996

17

A]«--ﬁj'r.?géo INV.NORM.N() tem trés parametros, (1) probabilidade, (2) média e (3)
desvios padrao. Ao definir o terceiro parametro, estamos amostrando valores de
urma distribuicao normal com desvio padrao igual a 2.

4 )

e importe os dados da planilha para o Rcommander (lembrando de
selecionar como separador a virgula) e use 0 nome xy ;
e garanta que os dados foram lidos corretamente, clicando em View data set
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File Edit Dats Statistics Grphs Hodels Distributions Tools  Help

- 1
JR Deoze Imxy ‘Bamdatssst || [F Viewdatsset | Moder X <MNosctive models

RGcrpt R iMarkdown

ey <
read . table | " Shomes sso|
headersTRUE. seps™\t”,

Lz planeco2il B R laMode LoLinesr cyle. tet .
15 L MLSG654 7081567 fresTRUE)
S0 -0, 29202378 7207906
25 DALEIS BOGNEATL
00 -0, aaEand 10193501
15 090075040 13 TIN50
50 -0.12205601 1417734
25 -2.45571861 13.734781
B8 1.414737P9 19.414737 | m
75 B.11444271 19.864443
58
25
B
75
58
25

-

-1.79379652 28.2B6783 |

-1.45B85723 21.799143 r
B.38786528 25. 367065 S5 Submit
B.54352379 27.203904 |

B.TTME627 29.273406

DOutput

> Ly = -0, 80363 F 38.21%774
+  resd. table] " home/ - L 13e/planecol¥ LB/ Aul aMode Lol i near Fayle, tat
+  besdersTAUE, sep="ut™. na.strings="MA", dec=®.", strip.white=TRUE)

Modelo Linear Simples

Criando o modelo no Rcmdr

4 )

Abra o menu Statistics > Fit Models > Linear Models...

File Edit mtam Graphs Models Distributions Tools Help

Summaries
Contingency tables

7 Means
RScript B Mark

ﬂ Data set:

ata set |[ &) View data set | Model: X -cN-:-n-ctwern-:.c-:I:~|

Proportions
Variances

Xy = Monparametric tests
read. table( = /1

fPlane] anentokinalise/planeco2f 16/ AulaModelolinear, sylm. tal. csv",
header=TRUE, & Dimensicnal analysis

, dec=".", strip.white=TRUE)
Linear regressian....
Linear madel. | -

¥ Y Y Y Y YY

Generalized lingar model....

Output

N J
4 )

e Defina 0 nome desse modelo como mod1l

e A férmula do modelo tem duas caixas. Na caixa da esquerda (antes do
simbolo ~) vocé deve colocar a variavel resposta, que nesse caso é a nossa
variavel y1.
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» Na caixa da direita (ap6s o ~) coloque a variavel preditora, que nesse caso
¢ a variavel x

@  NOusrtz Aplicathos  Editar  Janels  Ajuda O m=a
% A Cosmiatse
Arquive  Editar Dadas as Grificos Modelos Distribuigles Femamentas Ajuda
[ %, Mgk Linar
1
Defina um nome B o modele: modl
Waridvais (eliqua-dupls para farmula)
devuin C
=
i
wl
; o P
Wi:li:‘ttﬂﬁm&hkg_l»l |J|m|.|-|;!||
Spliras Polindmics: B-spline | rnabarn I plindemin | peindimea GL para splines (5 2
Iselecionar vanivel e clicarl apliree P Bruls Faus para polindmios 2 = 3
1 - = gmm
] : i Formula do madelo
E [subsat sy Pasos
whodos casos vilidoss | <renhuma vandvel ""'.ll
i . "
| A || 4 mesotar || ¥ aplicar || 3§ Cancelar o ox I
L] | | O
M AL
[1] WOTA: Versds do R Commander 2.5-3: Wed Apr 10 09:48:18 2819
12] WOTA: Os dades wy tem 15 linhas o 4 colwnas.

* interprete o resultado do ajuste. Onde esta o valor da inclinacao da reta
ajustada?
 copie o resultado do summary do modelo que aparece na janela Output

~
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@ XOuartz Aplicativos  Editar  Janela  Ajuda 2 9
209 % R Commander
Arquiva Editar Dados Estatisticas Grificos Modelos Distibuighes Femamentas Ajuda

i Conjurto de Dados: ¥ /* Editar conjurito de dados. ) Wer corjunto de dados Modelo: I modl

R Script R Maredown

xy =« road.tablel ® Users/Ori/Docusents /BOBIESTSY FLAMECO/BIESTSA PLANECO 201%/ROTEIROS 2819/ Modelos Linear
header=TRUE, sep="_%, na.stringi="NA®, dec=®.", strip.white=TRUE)

mod]l <- Imiyl =~ x, data=zy)

summary{modl]

Ouitpat g Submeter

= pummary(medl)

Call:
Im|formula = yl = x, data = xy)
Mes iduals:
Min 10 Median i) Hax

-3, 8005 -2.1815 -0.6798 1.7986 6.5902

Cosfficients:

Estimate Std. Error t walue Pri=|tl)
{Intarcapt) 1.388 1.541 Z.199 B.Bass =
X 4,849 B.339 14.304 0.0DDDD0DB24E ==
Signif. codes: @& “***' 9,981 '*** 6.81 '~ 9,085 *." 6.1 ' 1

Residual standard error: 7.836 on 13 degress of freadom
Multiple R-squared: ©.9483, Adjusted R-squared: 8.93%7 il
F-statistic: 204.6 on 1 and 13 OF, p-valuwe: 0.000000002476

Mensagends

11] WOTA: Versio do A Commander 2.5%-2: Wed Apr 18 09:40:10 2019
12] WOTA: O3 dades xy tes 15 limhas & 4 columas,

& J

Resultados do Modelo |

4 )

Anote os valores do resultado da analise na planilha modelo linear |
-

ATENCAO A PLANILHA GOOGLE PODE ESTAR FORMATADA PARA DECIMAL
COM ,. CONFIRA AO FAZER A TRANSPOSICAO DE VALORES

o J

Multiplos Experimentos

A base da estatistica frequentista é que uma amostra e seus resultados sao apenas uma realizacao
dentre os possiveis resultados provenientes de uma populacdo real, a qual nao temos acesso.

Utilizando os resultados de outros alunos na tabela modelo linear |, vamos investigar alguns conceitos
importantes.

4 )

E Baixe a planilha modelo linear | no seu computador, depois de incluir o seu dado. [Nao
se preocupe em esperar todos o0s colegas completarem a planilha, por isso utilizamos
os dados de outros anos. Nao calcule nenhum valor diretamente na planilha do

Google
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2. Calcule a média e o desvio padrao dos parametros dessa planilha
3. Conte o niumero de vezes que o p-valor foi maior do que 0.05.
4. Responda as perguntas indicadas no questionario no final dessa atividade.

Incertezas

Para entendermos melhor o que afeta nossas estimativas e também o residuo do modelo (ou erro),
vamos fazer uma pequena modificacao nos nossos dados simulados, aumentando (MUITO!) a
variabilidade do nosso sistema. Para isso precisamos apenas mudar o parametro dos dados simulados
associados a sua variancia (no caso, o parametro desvio padrao). Desta forma, a nossa populacao
estatistica incorpora maior variabilidade. Isso, por consequéncia, afeta nossas estimativas. Vamos
investigar como:

e simule um novo conjunto de dados usando os mesmo passos anteriores,
mudando apenas o0 comando:

INV.NORM.N(ALEATORIO(); 0 ; 2)
para:
INV.NORM.N(ALEATORIO(); 0 ; 4)

* refaca todos os calculos

Resultado do Modelo Il

Guarde os resultados base do modelo na planilha modelo
linear simples Il

Sgﬁle o arquivo com os dado simulados pois iremos
utiliza-lo no préoximo roteiro.

PARA ENTREGAR ANTES DO INiCIO DA PROXIMA AULA

quipe da disciplina. Caso tenha algum problema, faca pelo link
https://forms.gle/xKbJrBhEQgvzQ6cG6. Em caso de mais de uma submissdo, a Ultima, antes
do final do prazo, sera considerada.

ﬁha as perguntas no formulario abaixo até antes da proxima aula ou a data estipulada
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Exercicio Modelo Linear Simples

Responda o formulario abaixo.

Para enviar as respostas é necessario estar logado no wiki.

Utilize:
e usuario: alunos
e senha: planeco2020

Seus dados

Nome |  JEmail'[ ] Nivel” Programa " [Ecologia IBUSP| ¥ |

Quais parametros definem a populagdo?

Selecione: " [Intercepto| ¥

Anote os valores médios de todos os alunos da planilha Modelo Linear simples | e |l

Intercept | "[ Jinterceptl [ ]Slopel’[  JSlopell"[ ]
ErroPadrdol [ ]ErroPadrdoll’[  |Rsquared!’[ ] RsquaredIl’

Anote quantas vezes o p-valor foi maior que 0.05:

modelol " [ Jmodelonl"[ ]

Explique o que aconteceria aos valores médios das estimativas se acrescentassemos mais 1000 alunos na tt
Resposta 1:

Descreva quais as diferencas observadas nos resultados médios do modelo | e Il

Resposta 2:

Qual(is) valores(s) apresentado(s) no modelo indica(m)

variabilidade do sistema: “[ | incerteza nas estimativas: ‘[ ]

Qual a interpretacao do p-valor e do r-squared nos modelos lineares?

p-valor: r-squared: Enviar

Tabela de Anova de uma Regressao

Os modelos lineares podem ser analisados através do método de particdo de variancia que
aprendemos no roteiro de Principios da Estatistica Frequentista. Caso nao tenha sedimentado bem o
conceito, retorne ao roteiro e reveja a videaula, isso sera importante para acompanhar o restante
deste roteiro. Assim como na analise de variancia classica, podemos particionar a variacao total
existente nos dados de uma varidvel preditora continua nas por¢des explicadas e nao explicadas pelo
modelo linear. Assista ao video abaixo para entender como se dé o particionamento da variacao no
caso de um modelo linear simples e como essa particao é anadloga ao que acontece em uma analise
de variancia.
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U J

Agora, vamos utilizar os dados do modelo Il que simulamos (dp = 4) no tutorial do tépico
simulando_dados do roteiro anterior le criar novamente o modelo linear no Remdr?.

Tabela de Anova do LM
4 )

 confira se 0 modelo esta ativo. Isso deve ser checado na caixa “Model” que
fica no canto superior direito da tela do Rcommander.

e vd ao menu Models > Hypothesis Test > ANOVA table...

e marque a opcao: Sequential (“Type 1”)

File Edit Data Statistics Graphs Models Distributions Tools Help

N - |

Type of Tests
@ Sequential ("Type ")
Partial cbeying marginality ["Type 11I*)
Partial ignoring marg inality | *Type 1%}

Use sandwich estimator of Sandwich estimator
coefficient covariance matrix HCD

| @nep | | GRee || Jpoance || o Ok

e copie o resultado da tabela de ANOVA
e interprete o resultado da tabela

N\ J
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Comparando com Modelo Nulo

0 modelo gerado e seu resultado, apresentado na tabela de particao de variancia, nada mais é do
que uma comparacao com o modelo nulo ou minimo ?. A tabela de Anova de um modelo isolado é
equivalente a comparar o modelo em questao com o modelo nulo. Para verificarmos isso, vamos
comparar o resultado da tabela de anova do modelo com uma tabela de anova que compara o
modelo com o modelo minimo, sem preditoras. O entendimento desse conceito sera fundamental
para entendermos a comparacao de modelo por particao de variancia, interpretando a tabela de
ANOVA na comparacao de dois modelos. Assista ao video abaixo com a explicacao sobre este
conceito.

Criando o0 modelo minimo (nulo) no Rcmdr

e monte um novo modelo, chamado “mod0” ( Statistics > Fit Models >
Linear Models )

e como variavel resposta use yl1

e no lugar da preditora coloque o valor 1

e interprete o resultado desse modelo

e compare 0 mod0 com o modl ( Models > Hypothesis Test > Compare
two models... )

e compare esse resultado com a tabela de ANOVA do modelo mod1l

Nesse ponto, é desejavel que tenha entendido que a particao da variancia de um modelo é
correspondente a compara-lo com o modelo nulo, ou seja, quanta variancia o modelo é capaz de
explicar em relagao ao modelo nulo. Esse modelo nulo, representa o0 modelo mais simples com a
variacao total dos dados e é representado por apenas um parametro, a média da varidvel resposta.
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0 nosso préximo exercicio usa os dados
de crescimento de lagartas submetidas a
dietas de folhas com diferentes
concentracoes de taninos. Sao apenas
duas varidveis, growth, o crescimento da
lagarta, e tannins, a concentracao de
taninos. O objetivo é verificar se ha
relagao entre o crescimento da lagarta e
a concentracao de taninos da dieta.

Desvio Quadratico Total

4 )

baixe o arquivo

regression.txt
abra o arquivo no Excel;
calcule a média de crescimento das lagartas;
calcule o valor de desvio total dos dados (o crescimento observado menos
a média do crescimento);
calcule o desvio quadratico total;

N J

Estimacao dos Parametros e Residuos

4 )

e calcule o intercepto e a inclinagao do modelo linear no préprio excel,
usando as fun¢des descritas no quadro abaixo;

4 )

Para o calculo dos parametros da reta use as fungdes do Excel:
| |

e INCLINACAO *
o INTERCEPCAO *

- J

a partir da inclinacao e do intercepto estimado, calcule o valor predito pelo
modelo em uma coluna chamada predMod

crie uma outra coluna (resdMod) com os valores de residuos do modelo

para cada observacao (observado menos o predito pelo modelo);

calcule o desvio quadratico do residuo para cada observacao;

some os desvios quadraticos dos residuos; )

N\
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Tabela de Anova de um Modelo Linear

e monte uma tabela de ANOVA com as somas quadraticas como no tutorial
de anova;

Equacoes
Somas Quadraticas

$$SS_{TOTAL} = \sum_{i=1}"n (y_{i} -
\bar{y})”~2$$

$$SS {res} =\sum {i=1}"n(y {i} -
\nat{y_i})"~2%$$

$$SS {TOTAL} =SS {regr} + SS_{res} $$
$\bar{y}$ = média da variavel resposta

$\hat{y i}$ = valor estimado pelo modelo para
$x_i$

e Calcule o p-valor associado a estatistica F do modelo

Utilize no excel o valor 1- DIST.F(F, df1, df2, VERDADEIRO)® para o
calculo do p-valor sendo F o valor da estatistica F calculada, df1 o grau
deliberdade da regressao (normalmente 1) e df2 o valor de graus de
liberdade do célculo dos desvios quadraticos médios dos residuos (n -
2).

o calcule 0 $r2$ (coeficiente de determinac&o) da regressao ”;
$%:5("2 = \frac{SS_{regr}}{SS_{TOTAL}} $$

e entre 0s dados no Rcmdr e faca um modelo linear do crescimento em
funcao da concentragao de taninos;

« faca o teste de hipdtese por ANOVA do modelo gerado;

e compare o resultado obtido na planilha com a ANOVA do modelo linear do
Rcmdr;
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Diagndstico do Modelo Linear

O diagnéstico do modelo linear é feito baseado nas premissas associadas ao
modelo e para verificar a influéncia de cada observacao na estimativa dos
parametros do modelo. Os nossos dados precisam estar acoplados as premissas
do modelo linear e nao é desejavel que o modelo seja definido apenas por uma
ou por poucas observacdes influentes. As principais premissas dos modelos
lineares sao:

* a relacdo entre a variavel preditora e a resposta é linear;

* a variabilidade tem estrutura de uma variavel aleatéria normal;

* a variabilidade na resposta é constante ao longo de toda a amplitude da
preditora;

Além disso, avaliamos, para cada observacao, sua alavancagem (leverage),
definida pelo quanto a observacao se afasta da média dos dados, e a sua
influéncia (distancia de Cook), definida como o quanto os parametros estimados
sao alterados ao se retirar esta observacao dos dados.

Faca ou refaca o tutorial Regressao Linear para
entender ou sedimentar o diagnéstico dos
modelos lineares.

Variaveis Indicadoras (Dummies)

Uma das razoes para a unificacao do testes classicos em modelos lineares foi a transformacao das
variaveis categoéricas em variaveis indicadoras, também chamadas de dummies. As variaveis
indicadoras sao definidas pelas categorias da variavel aleatéria, indicando 1 quando a observacao
pertence ao nivel e @ quando nao pertence. Para cada nivel precisamos de uma indicadora, com
excecao do nivel que é considerado basal, indicado pelo @ em todas as varidveis indicadoras dos
outros niveis. Portanto, precisamos de:

$$n_{levels} - 1$$

variaveis indicadoras para cada variavel categorica em nosso modelo. Dessa forma, para uma
varidvel preditora categdrica com 4 niveis teremos 3 variaveis indicadoras no modelo e se
tivermos duas varidveis categdricas preditoras, cada uma com 3 niveis, teremos 4 variaveis
indicadoras, duas para cada. Com a transformacao para varidveis indicadoras, o modelo linear
pode tratar as variaveis categdricas como variaveis numéricas binarias e assim, podemos inserir
variaveis numéricas e categdricas como preditoras indistintamente no modelo linear. Entretanto,
entender que as categorias foram transformadas em indicadoras é essencial para a interpretacao
destas varidveis nos outputs do modelo. Veja a explicacao mais detalhada na videoaula abaixo:
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e baixe 0 arquivo
colheita.csv

abra no excel

note que a variavel solo tem agora 4 niveis: arenoso, argiloso, himico e alagado
transforme a varidvel solo em dummy (3 novas colunas: arenoso, argiloso, himico) ¥
Importe os dados para o Rcommander

Ajuste um modelo com as variaveis dummy no menu Estatistica > Ajuste de Modelos
> Modelo Linear. Use a formula abaixo para construir o modelo:

colhe ~ arenoso + argiloso + humico

¢ Avalie 0 modelo “dummy” indo no menu Modelos > Resumir modelo e clique em OK.

e Para olhar a tabela de particao de variancia, va ao menu Modelos > Testes de
hipoteses > Tabela de ANOVA

* Ajuste 0 modelo normal de ANOVA seguindo 0s mesmo passos anteriores, apenas mudando a
férmula do modelo para:

colhe~solo

e compare 0s dois modelos (veja os resultados na janela Outputs)

PARA ENTREGAR ANTES DO INiCIO DA PROXIMA AULA

ntre em uma conta google e preencha o formulario abaixo.
Caso nao tenha conta ou nao consiga preencher pelo link do formulario, encaminhe

as repostas e documentos aos professores (planecousp@gmail.com), indicando
como “Assunto”: Modelos Lineares Simples Il.
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1)

Em versdes mais antigas do Excel, essa funcao tinha o nome de INV.NORM e para computadores em
inglés use a fungao no seguinte formato: =NORM.INV(RAND(); 0; 2), no calc do LibreOffice use
=NORMINV(RAND(),0,2)).

2)

caso nao lembre, volte ao roteiro e refaca a construcao do modelo com os dados gerados com dp = 4
3)

qguando nao ha nenhuma variavel preditora
4)

SLOPE no LibreOffice

5)

INTERCEPT no LibreOffice

6)

F.DIST no LibreOffice

7)

desvios quadraticos da regressao dividido pelo soma dos desvios quadratico total
8)

“1;0;0”, “0;1;0” e “0;0;1" representando cada uma uma variavel. Note que um nivel (alagado) nao foi
representado como dummy, esse sera representado pelo intercepto do modelo
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